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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans 'appré-

ciation des copies. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans ’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme

s’il n’a pas été démontré.

Notations et objectifs

Dans tout le probleme, on consideére les notations suivantes :
e C;(R) Iespace vectoriel des fonctions continues et bornées f : R — R muni de la norme
|l|c définie par || f|[,, = sup F(B)]-
te

e Cl(R) lespace vectoriel des fonctions f : R — R de classe C! telles que f et sa dérivée f’
sont bornées. On munit cet espace par la norme N définie par N(f) = |||l + || f |-

e 1 la fonction constante sur R égale a 1.
e Pour une fonction continue f : R — R on définit, sous réserve d’existence, le réel

1 2
If:\/—z_n/]Rf(t)e £

et la fonction @ définie par
2 [t 2
Op(x) =e? f(t)e2 dt, pour tout x € R.
X

Le but de ce probleme est d’étudier les proprietés du réel Z¢ et la fonction ®; pour des fonctions

dans C,(R) et C}(R). Dans la derniére partie, on propose une preuve d’une version faible du
théoreme centrale limite sur un exemple de marche aléatoire.

Préliminaires (5,5 points)

1. Calcul de 7;.
oo 2
Soit o = / e T dt et F la fonction définie par
0

400 67(14}52)%
F(x) = /0 st, pour tout x € R.
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(a) Montrer que F est une fonction continue sur R" et que lini F(x)=0.
X—>+00

—x2

(b) Montrer que F est de classe C! sur |0, +oo[ et que pour tout x > 0, F/'(x) = —ae 2 .
En déduire que, pour tout x € R™,

X 2 7T
e dt + —.

]—"(x):—oa/o )

(c) Déterminer la valeur de «, en déduire que 73 = 1.

2. Exemples de Z;.

(a) Justifier que I'intégrale Z¢ converge pour toute fonction f € C(R) et que \If| <l o
En déduire que

H = {f € cb(R);/Rf(t)e—fdt - o}

est un hyperplan fermé de I'espace C,(RR).

(b) On considere la suite de fonctions f, : R — R définie par fy =1 et f,(x) = x*" pour
tout n € N*. Montrer que Z, est bien définie pour tout n et déterminer une relation

2n)!
entre 7y et Zy, . En déduire que, Zr, = (Znnn)! Vn € IN.
(c) On considere la fonction f définie par f(x) = cos(7tx), pour tout x € R. En utilisant le
2

développement en série entiere de f, montrer que Z,; = e 2.
3. Etude de 9;.

(a) Soit f: RT— R une fonction continue telle que lim f(x) =/ € R.

X—r—+00
Montrer que f est bornée sur R™.
2
2 =
(b) Montrer qu’au voisinage de +coona:e 2 o~ P'(t),ou y(t)= _eT'
1
En déduire que ®q(x) odpwt

(c¢) Justifier I'existence de deux constantes réelles M et M’ telles que pour tout x € R™ :

[Py (x)| <M et |x®q (x)] <M.

Un endomorphisme de C,(IR) (4points)

4. Soit f une fonction de C;(R).

(a) Montrer que ®; est bien définie et que pour tout x € RT,
|Pr(x)| <Mlflle et [x@s(x)| <M fl|-

(b) On suppose dans cette question seulement que f € H.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = f(—x) pour tout x € R. Montrer que pour tout
réel x, Or(—x) = —<1>f~(x). En déduire que pour tout x € R,

Q) <Mfle et [xPr(x)] <M'|fl|o-
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Dans la suite, on désigne par Tr la fonction Ty = © f-1,1 pour toute fonction f € C,(R),
c’est-a-dire, pour tout x ¢ R :
2 +o0

Ti(x)=eT [ (F() - Tp)et dt.

X

5. Montrer que |T¢(x)| < 2M]||f| ., pour tout x € R et déduire que I'application T : f — T
définit un endomorphisme continue de C,(IR).

6. Soit f € Cy(R).

(a) Montrer que Ty est de classe C! sur R et que sa dérivée T} vérifie
Ti(x) = xTf(x) — f(x) + Iy, pour tout x € R. (1)
(b) Résoudre, a I'aide de Ty, 'équation différentielle
y =xy - f(x) + Iy

7. Justifier que

T}(x)‘ <2(M'+1)||fll pour tout x € R et pour tout f € Cp(R). Déduire que
Tr € C}(R) pour tout f € Cy(R). Lendomorphisme T est il surjectif? Justifier la réponse.

Etude spectrale de T (3,5 points)

On se propose dans cette partie d’étudier 'endomorphisme T.

8. Montrer que 0 est une valeur propre de T et déterminer le sous espace propre associé.
9. Montrer que toute valeur propre A de T vérifie |A| <2M.

10. On fixe une fonction & € C;(R) et un réel A vérifiant |A| < M1

qu’il existe une fonction f € C,(R) vérifiant 'équation intégrale suivante :

On se propose de montrer

2 [+ )
h(x) = f(x) — )\62/ (f(t) — If)edet, pour tout x € R. (2)
X
On définit 'application S par S(f) = h + ATy, pour tout f € C,(R).
(a) Montrer qu'’il existe k € [0,1] tel que pour tous f,g € C,(R) on a

S(f)(x) = S(@)(x)| <kl f — gl » POur tout x € R.

On définit la suite de fonctions (f),en par fo =0et f, 11 =S(fn).

(b) Justifier que pour tout réel x et pour tout n € N on a, |f,+1(x) — fu(x)| <K' ||h| -
En déduire que la série Z( fu+1 — fn) converge uniformément sur R, on notera f sa
n

somme.
(c) Montrer que f vérifie I’équation (2).

Restriction de T a C}(R) (2 points)

11. Montrer que si f € C;(IR) alors T est de classe C2 sur R et exprimer, pour tout réel x, sa
dérivée seconde T¢(x) en fonction de xT(x), T¢(x) et f'(x).
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On admet dans la suite 'existence d’'un réel C; tel que pour toute fonction f € C; (R)

‘xT}(x)‘ < CiN(f), pour tout x € R.

12. Soit C = max(2M, 1) + C;. Justifier que pour toute fonction f € Cg (R),

T7 (x)| < CN(f).

En déduire que pour toute fonction f € C}(R) et pour tous réels x,y € Rona :

TH(x) = THy)| SCN(f) [x—y 3)

et

Tr(x) = Ty (y) — (x =) T}(y)| < =522 (x = y)? @

Applications (5 points)

Soit (), 7, P) un espace probabilisé et (X, ),cn+ une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes suivant chacune la loi uniforme sur {—1,1}, c’est-a-dire pour tout n € N*,

S0
vn'
13. Déterminer I'espérance E(M,,) et la variance V(M,,) de la variable M,,. En déduire que

1
pour tout ¢ > 0, P(|IM,| >¢) < 2

Onpose S, =X1+Xo+---+ X, et M, = pour tout n € IN*.

14. Justifier que S,,(Q) = {2k —n; 0 <k <n} et que
1 (n
P(Sn:2k—7’l) = 2_n(k)/

ou (Z) désigne le nombre de combinaisons de k éléments parmi n.
15. Montrer que pour toute fonction f € C,(R),

Iy — E(f(My)) = E(Tf(Mn)) — E(MuTr(My)).

On se propose de démontrer dans la suite que pour toute fonction f ¢ C; (R),

lim m(f(Mn)):%Af(t)efdt.

n—>—4oo

On fixe f € C; (R) et n € IN*. Pour tout entier i tel que 1 <i < n, on définit la variable
X.
aléatoire M, ; = M, — —

N
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16. En utilisant I'inégalité (4), montrer que pour tout 1 <i <,

CN(f)
< —, X

X?
Xin(./\/ln) - Xin(Mn,i) - \/%T}(Mﬂ,i)

et déduire que

1 / CN(f)
) _ = M| <
ECGT/ (M) - S=B(TH M) < S5
17. Montrer alors que
1& CN(f)
E(MATy(Ma) — , LT/ (M) | < 55 20
18. En utilisant I'inégalité (3), montrer de méme que
1 < CN(f)

B(T}(My)) — = Y E(TH(M,,)

i=1

19. En déduire que lim [E(f(M;)) =Z;.

n—>-+oo

20. Etablir que

N

lim Ly (’;) cos(n(\z/—l% _ Vi) =e %

n
n—>—4oo 2 k=0

Fin de I’énoncé



